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2. Het beginsel van het minimum der potentiele energie. 
We beschouwen een mechanisch systeem met m vrijheidsgraden. De 
noodzakelijke coordinaten geven we aan met qk (k = 1; ... m). 
Verder nemen we aan dat voor elke kracht die in of op het systeem 
werkt, een potentiaal valt aan te geven. De totale potentiele 
energie noemen we 
U = U ( q1 , ...... qm) ( 1 ) 
Volgens het beginsel van de virtuele arbeid is het systeem 
nu in evenwicht als de potentiele energie als functie van de 
coordinaten stationnair is, m.a.w. als de eerste variatie van de 
potentiele energie 
m 
oU = ~ 
k=1 
( 2) 
voor elke combinatie van virtue le veranderir:igen cf qk var:i de 
coordinaten qk gelijk is aan nul. De cobrdinaten die bij de e7en-
wichtsstand behoren zijn dus bepaald door de m vergelijkingen 
== 0 0 (k = 1, .... m) ( 3) 
Voorts is de evenwichtsstand stabiel indien de tweede variatie 
va~ de potentiele energie, d.w.z. de functie 
waarbij in de partiele dif:'erer::tiaalquotienten u2u;~qk')q1 de 
waarden van qk die biJ de evenwichtsstand behoren, moeten worden 
ingevuld, voor elke combina tie van virtue le verande1":1_ngen 
behalve degene waarbij ze alle gelijk nul zijn, groter is dan nul, 
We gaan nu over tot de behandeling van continue systemen. 
In beginsel kan de evenwichtsstand hiervan op dezelfde wiJze als 
bij systemen met een eindig aantal vrijheidsgraden bepaald warden, 
maar het feit dat we nu met oneindig veel vrijheidsgraden te ma-
ken hebben, brengt v-iel enige moeiliJkheden 
ten dit toe aan de hand van een voorbeeld. 
lich-
hori-
zonta :1e gespannen snaa r te r leDgte l, d le op een e las tische bed-
ding rust en waarop een constante belasting per lengte-eenheid q 
. f1~1 is geplaatst. Is w de vertikale verplaatsing van een snaarelement 
dat in onvervormde toestand de lengte d x hadJ en S de spankracht 
-------------------~--------~--~---'-
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in de snaar dan zal de lengte van het element na de vervorming 
✓ 2 2 ,/ dw)2 (dx) + (dw) = dx y 1 + (dx ~ dx (5) 
bedragen, zodat, als we aannemen dat de snaar zo slap is dat de 
111eJ- "-'a"' Q,v, r 
spankracht bij de vervorming niet verandert 5 de in~ gnaaF opge-
hoopte arbeid bij de vervorming vermeerderd wordt met het bedrag 
De potentiele energie van de snaar en de bedding is derhalve gelijk 
aan 
(6) 
als k de beddingsconstante is, en als we aannemen dat de snaar 
zich uitstrekt tussen de punten x = -a en x = a, terwijl voor de 
belasting de potentiaal 
a 
Utl~ -q J W d X (7) 
is aan te wijzen. In totaal is dus de potentiele energie van het 
systeem gelijk aan 
a 
U - J I _1 S(dw) 2 + _1 k w2 - q w} d x . 
- l 2 dx 2 
-a 
( 8) 
Voorts geldt dat de verplaatsing in de ophangpunten gelijk is aan 
nul 3 zodat 
w = O voor x =+a . ( 9) 
Wij gaan nu w met het bedrag ow varieren, waarbij zowel w als 
Jw van de onafhankelijk variabele x afhangen. We vinden dan 
c)'U = fa 
-a 
( 1 Oa) 
a 2 
= .:l J{s(dc1w) 2 dx 
-a 
+ k ( if w) 2 J dx. (10b) 
Wu zien al direct dat J 2u groter dar1 nul is als cf w en/of d J w/dx 
voor minstens een waarde van x van nul verschilt, zodat het even-
" 
wicht in elk geval stabiel zal zijn, De uitdrukking (10a) kunnen we 
door een partiele integratie en door gebruik te maken van de rand-
voorwaarde (9) voor w herleiden tot 
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a 2 
2; U = j ( -S ~ ; + kv~ ·· q ) o w d 
-a C:X 
(11) 
Indien nu het systeem in evenwicht is, zal voor elk verloop van 
ow als functie van x Ju= 0 moeten zijn. Dit is indien we aan-
nemen dat de verplaatsing wen haar eerste en tweede afgeleiden 
in het interval -a~x~a continue functies van x zijn, alleen 
mogelijk als de uitdrukking tussen haakjes gelijk is aan nul, en 
we vinden zodoende dat w bepaald is door de differentiaalverge-
lijking 2 
-S ~+kw - q = 0 J 
dx: 
(12) 
terwijl de bijbehorende randvoorwaarden (9) reeds waren opge-
schreven. Zulk een differentiaalvergelijking die met behulp van 
een variatiep~oces voortvloeit uit de voorwaarde dat een bepaalde 
integraal van een functie van de afhankelijk variabele en van een 
of meerdere afgeleiden ervan stationnair is, heet differentiaal-
vergelijking van Euler. Het behoeft geen betoog dat zo 1 n differen-
tiaalvergelijking ook rechtstreeks uit het evenwicht van een ele-
mentair deeltje van het systeem is af te leiden. Men vindt zonder 
moeite dat de oplossing van het probleem 




Wij staan nog even stil bij de randvoorwaarden (9). Deze hiel-
den verband met de geometrische eigenschappen van het syst8emJ met 
de z.g. verbindingen. Dergelijke voorwaarden noemt men geometrische 
(ook wel: kinematische) voorwaarden; in het ~uits spreekt men van 
"Zwangsbedingungen 11 3 en in het Engels van 1iessential 1; of 11 imposed 
conditions''. :Jaar'naast kenneri we voorwaarden die uit het variati2--
proces volgen, zoals de voorwaarde die door de differentiaalverge-
lijking (12) wo t uitged1~utzt. Zulke voorwaar•clen noemt men dynami-
sche of natuurlijke voorwaarden; :::Jui ts: ndynamische 1' of 11 natur-
liche Konditionen''; Engels: 11 additional 11 of 1'natural conditionsn. 
Dergelijke voorwaarden kunnen randvoorwaarden zijn, maar ook voor-
waarden als degene die door de differentiaalvergeliJking van Euler 
warden vastgelegd. 
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3 - De transformatie van Friedrichs. Friedrichs 1 ) heeft nu laten 
zien dat het mogelijk is naast elk variatieprobleem als het in 
het vorige nummer besprokene een tweede probleern. te fcrmuleren, 
dat ten cpzichte van het eerste complemen iris. Deze transfor-
matie berust erop dat men de a eleide van de afhankelijk varia-
bele als een tweede afhankelijk varia le beschouwt. 
Dit kan geschieden door voor dw/d~ b.v. w1 te schrijven en 
dan w1 als een nieuwe afhankelijk variabele aan te zien. BiJ 
mechanische problemen is het echter in het algemeen mogelijk een 
mechanische grooo id aan te ijzen die evenred met zulk een 
afgeleide is. In het onde 
k 1° a c .J 5 d . i ~v e 1 e 
\JOO(' 
vige geval kan men daarefi'l de 11 dwars-
camponent van de snaarkracht S die in 
een bepaalde do rsnede door het ene snaargedeelte 
uitgeoefend wordt, nemen; immeros is overoeenkomst 
r-1 d VJ 
.:.J = -·u 
f r '1 
De voorwaarde (1) is als een dynamische voorwaarde te be-
schouwen. Vervan n we echter i1" 10 R). d'\'/·d= ~.nc·)-_1_7 
~j \::::._;v 'V' 1....,J,.. _).'- J dan moe,.. 
ten 1.,;e denken dat we u alleen dan als functie van de beide 
var belen 811 kunnen beschouwen als steed aan de voorwaarde 
(1) voldaan bliJft. In ve 
geometris he voorowaarde 
nd daarmede moeten we nu (1) als een 
an opvatten, zodat de variaties van w 
en van n t meer olkomen willekeur ziJn. ~e variatiereken 
leerot nu dat me deze varoiaties als vclkomen w llekeur mag 
blijver besch we , indie me U () ) ,o aa t met ,=:en beclrag 
a 







.g. onbepaalde v rmen ul r van Lagra e is, 
eveneens al een f ctie 
moet het variatierroces betro 
WlJ schriJ en zodoende 
u = 
.:i 
I\_! • 1-) \ cl X 
Verovangt men in de eerste term d 
S Cl rnoet 0 e ok 
dw , , .J l 
X T /\. J X • ( 3) 
.1, door en i!ledct m2n de 
1) K. Froiedrichs. Ein Verfahren der Variationsre hnung. Nachrichten 
der Ges.d. iss. zu G~tt en (1929), S.13-20. 
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vierde term door middel van een partiele integratie uitj onder 
toepassing van de geometrische randvoorwaarden (2,9), dan komt er· 
a D2 1 2 dA D) U ( w JD_; A ) = 1 ( 23 + 2 kw - q w - w d x + ). ,S d x . 
-a 
(4) 
.lg deze uitdrukking ZlJD de variaties OW 3 o'D en ,'ii\ aan geen 
enkele beperkende voorwaarde meer gebonden. 
Het variatieproces levert nu 
a f d \ D+). d :f ~ D } 
<; u = J l ( - a X + kw - q) i5 w + -"- ,::J D - w ~ X A + s J /\ d X • 
-a 0 
(5) 
Ui t het fei t da t ,'5 D willekeurig is, volgt nu 
( 6a) 
terwijl het feit dat Jw willekeurig is, daarna de voorwaarde 
d D 
ax+kw-q=O (6b) 
oplevert. Nu kunnen echter A(6a) en w(6b) 
vuld, en het resultaat hiervan luidt: 
in U (4) warden inge-
( dD ) 2 dx - q 1 , 
ax J k ( 7) 
Zodoende is het ons gelukt om de variabele w volledig te elimi-
neren, en we vinden dat U slechts een functie is van de ene afhan-
kelijk variabele D. Wij kunnen nu op U (7) ons variatieproces 
toepassen, waarbij in ons geval de nieuwe variabele D aan geen 
enkele geometrische voorwaarde is gebonden. (Meestal is ook bij 
het duale probleem de afhankelijk variabele aan geometrische 
voorwaarden gebonden.) Derhalve is het resultaat 
a 2 a f 1 d -,, ::J r7 " I vU= (--¢;;. -- -)JD d x - (~ - q)cl:J . l{ , c S d:c 
-a ax -a 
( 8) 
Uit de willekeurigheid van <) I) in het g8bied -a ~ x ~ a volgt de 
differentiaalvergeliJking 
') 
dc.:J k D ~ - -,,..,- = 0 J 
dx 0 
( 9) 





voort. De differentiaalvergelljking (9) en de randvoorwaarden (10) 
vormen beide dynamische voorwaa en voor het comolementaire pro-
bleem, 
Uit (7) VO 
-
::=i \ ~r= (a:;~/} .-. 1 ( .o ('" 1 CJ' c~ lJ v ,) + dx = - 2 J 1 ,, T,:-J _) re -a 
Hieruit zien we dat als ~ aan de voorwaarden(9) en (10) voldoetJ 
en het systeem dus in evenwicht is, U een maximum vertoont. Nu 
werkt men bij de eliJke complementaire problemen vaak met de z.g. 




'I r3 ( l /i cJD ? ( ' q) u 2 i ---, + E (Jx f dx I ,,) J -·a 
in plaats van met de potenti~le energie U5 en dezc complementaire 
energie zal tiJ een evenwichtsstand van het systeem een minimum 
vertcnen. ~it beginsel van het minimum der complementaire energie 
staat dus duaal tegenover het beginsel van he~ minimum der poten-
tH!le energie. Je uitdru voor· ~ is_, 2;oals vrijwel 
steeds in c1e elJ_Jke gev2llen, zonder het -1~rs11,sfo~·m:1tieproces uit 
te voeren oak rechtstreeks op te schrijven. Voorts blijken de geo-
metrische randvoorwa rden (~,J) voor w te orresoonderen met de 
a en ( ··1n)' \,__,.. ~ J \ \.._./ 
cm lement21rc ene ie schiJnt het eerst te ziJn 
eRser 1 ) i 18 ~Ileen biJ lineaire nroblemen 
zoals het onde~ vige geldt 
Je trarsfor~~tie van Friedrichs i eigenliJk een tij onder ge-
clu.2 le lea ra ~cter 
lve door het feit dat e geometrische voorwaarden van 
het ere p leem corresponderen met de jynamisc 
het andere ~robleem en 
dat dc6r een cveree komst 
kee:r=J 5 ook oriclerr::Jtree t dooc h_et f'eit 
transformatje het oars ronkelijke pro-
bleem uit het com~lementaire is terug te vinden .. Daartoe behoeven 
vie in U * ( 1 ;:::, ) ave r·eer~ 1rnms t ig: oar w te vervangen: 
1) F. Engesse1' 3 Ueber stotisch unbestimmten T:~Eige1° bei beliebigem 
Form~nderungs-Gesetze und Uber den Satz van der kleinsten Er-
g~nzungsarbeit, Z.Arch.-u. Ing.-Ver. HannoverJ 35 (1889), S.773-
7/;J+. 




Jr ,i l 
-a ,, 
uit de willekeur 
1 1 2 
+ ri ,~W 
C 
,"1~ ( \, ,_, ' 
\ dx 1 
(15) 
( 16) 
en komen de geometrische veerwaarden van het eersprenkeliJke pro-
bleern 
veer· x = + a ( '17) 
thans als natuurlijke vocrwaarden van het complementaire orebleem 
te VOOC:3ChiJ1l. 
4. Bet beginsel van Ca tigliano. Eerste toepassing. Intussen ~iJn 
eenge ettc problemen niet al een interessant vanwege hun fraaie 
sing; elijkheder tij bcrekcningen van mechanische constructies. 
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,,, 1 r1 ~ ( M ~--r, dx 3 
.::.__ ..,.. 7 C 
0 OX 
( 1a) 
terwiJl de uibiendige potentiele energie gelijk: is aar, 
( /1 b) 
zodat de totale potenti~le energie 
u = \tl I 
'l ( 2) 
bedraagt, Is nu EI de (constant gedachte) bu stijfheid, dan luidt 
het verban,j t 1Jsse cie vertikE1le verplaat;::: wen hct buigend mo-




In tegenstell met he ee we tot nu toe zagen treedt thans 
van de afhankelijk vari8bele 
moeiliJkhede met zich mede, en 
voor de doorbuigin~ wen hct 
Dit brenct cchter geen essenti~le 
n kan gemakkcliJk het vraa~stuk 
1ementatre vraagstuk voor· het bui-• 
gen moment M fo0nul2ren. Het rosultaat geven we in een vorm weer 
cHe het 1Ja le ra er van bcide vraagst n duidelijk naar vore 
br•en to 
~eometrische voorw2arden 




----,;; EI dx~ 
)~ == l ( 7a) 
~omplementaire Drotle2m 
complementaire e ergie 
ntt;r")eken 
geometrischc voorw~ard0 
voor x. -- 1 
(6b) 
(7b) 
Het oplosson van het oorsoronkeli ke probleem vereist een 
integratie van de d ferentla • lve eliJking van de vie e o e 
) voor W5 acbij de vier jnt raticcons nten met behulp van 
de vier ran voorwaarden (5) on ( 
Daarcntc en behoeft n lJ het complemen ire probleem 
slechts de differentiaalvergeliJ i van de tweede orde (6b) op 





tegratieconstanten vindt men dan 
Jan erkregen ui rukking veer M 
n (4b) 7 • or c complementaire 
energie. ~eze o t an een tie van deze in gratieccns n 
c1u.s \l2 n / / cen e kcl va c 
zich z oendc tot ecn 
constante e::_ 
d vooc M, clie 
Invullen h:L an Jn ( 
1 
Nu necmt U ;,;; 1 
en dit 1 
veer e 0 
cl 
rJ 
belc 3 het v:ci ria t 
:cobl 
robleem reduceert 
t zc in at d ove blijvende integratie-











( 8 ) 
,-., 
\ 
J ' ( 9) 
Cl. :l.rn::\ ien 
('10) 
oe t- en 
(:; rcothe :'.LC\ oolz cen 
andere kracht of een a~ er mcme ~ kiez b.v. e o legkracht 
Hct 1:ie i 1 van :as~ llano heeft ste oo el r; 
f; 
be insel va t in \TcJ de ~e ti~l one ie al de uitdru 
king vocr de co2plementJire e e ie gee a J.ei en van e afhanke-
l =L j l{ \.1 a r be 1 e r1 vat. In ?ulke evalle is het variatieprcbleem 
dus steeds tot een ge ' , .r... -con minimum prcbleern terug te bren 
..... 
n. In het 
onderhav 2 geval (d t me~ opzct zeer eenvoud was gekozen) bleef 
/ / 
ee of statisch onbepaalde 
over. Bij ikkclder problc0cn ziJn er meestal een aantal sta-
l1ano, c.q. dat van 
t LJ cl n cen andere 
1t,e a ls volgt nen 
be::chriJvcn. 
Voor ht meren e61 der randwaardcproblemen op het gebied van 
de elastlciteitsleer kan gee cxacte lossing aang even warden, 
methodc is die v n Rit~, die er neerkmnt Jt me,; 
ld D ; v o o ;_' cl ot title cricrgie U voor de verplaatsingcn ean (door-
keliJk var bele(n) en een aantal rameters stitueert. ~eze 
voo1°waa r·den 
\Ta L c~ et :_,ob l c vcJ_ci ,; , ::oef ::1en ,lu met lint'J ire coblemer1 te 
make , het cc~ biJ er clij 
val i , d2n zal c 
tLsc e f 01 r,::tl v,, l. l 
rde roblemen cer v2ak het ge-
crgie e in egrJal van een quadra-
:.i. n J en l deze enersie een 
211in inum nncmen 5 ~is e vc ~2 tsingen aa 
lijk 
ecn bov0 gren v or 





n t~~rliJke randvoorwaarder 
irgsool ssing gevcn-
de otenti~le ener-
tc groat is, en dus 
C enti~le nercie, da 
CO2 
g i r1 s e 1 v E1 n cl e 
rs zagen we reeds dat biJ 
stelde va de potenti~le e7e :~. Jok e c lementaire ener-
gie neemt een ninimum aan als de }', c, 7 c ( ,, ) 0' C' l i' J ir 
,._; '-' ...J... ,__, l J O - - ' ~'... 
'i 0 ( -1 J.- '", ) 
..L L.J -'- ( { ~ an de wa • rden die bi h2t evE.:nv' t behoren. Construeert 
men nu een benaderingsoplossing door uit te gaan van de comple-
mentair0 energie, en berekent men daarvoor de bijbehorende waarde 
van deze energieJ dan weet men dat deze waarde een bovengrens 
voorstelt voor de werkelijke waarde van de complementaire energie. 
Het tegengestelde van deze benaderingswaarde stelt derhalve een 
benadengrens voor van de werkelijke waarde van de potenti~le ener-
gie. Zodoende is men nu in staat om twee grenzen aan te geven 
tussen welke de werkelijke waarde van de potenti~le energie moet 
liggen. 
We lichten e.e.a, toe aan het reeds in de nummers 2 en 3 be-
handelde voorbeeld. Daartoe bepalen we eerst een benaderingsoplos-
sing voor het oorspronkelijke probleem, en we stellen 
2 2 
w = c(a - x ) ( 1 ) 
~it is ecn benaderingsoplossing die aan de geometrische randvoor-
~Jaarden (2,9) voldoet, D2 constante c is een parameter die we nu 
laten varieren. Substitutie van (1) in de uitdrukking (~,8) voor 
de potcnti~le energie en uitvoering van de integratie levert na 
enig gereken 
4 ~ n 2 2 
u = 3 a _) { ( ,S + 5 ka ) C - q C } ( 2 ) 
De beste oplossing zal nu verkrcgen warden als 
<JU 
"'U = - Sc o oC . ( 3) 
geliJk nul wordt voor elke willckeurige waarde van Jc, Zodocnde 
is c bepaald door de vergeliJking 




I c 2S + ["'" ka 
( 5) 
_J 
Invulling hiervan in (1) levert de gezochte b~naderingsoplossing; 
De bijbehorende waarde van de potenti~le 2nergi2 is geliJk aan 
u ben. 
waarbiJ ter afkorting 
- c2,r--;;: C(3 
- - l V j --,-5--2-· 







a V k s (7) 
Vervolgens gaan we uit van de complementaire energie (l,12), 
en we substitueren hierin, gebruikmakende van het feit dat D aan 
geen enkele geometrische voorwaarde is gebonden, 
Dit levert 
* "'2 3 U = C a 3s 
.g. 





* Op analoge wijze als hierboven bepalen we nu c met behulp van de 
voorwaa rde 
o U ,(· 







a 2 k 1 + 33 
( 11 ) 
Aldus is met (8) een benaderingsoplossing voor de kracht D gevon~ 
den, 
~e bijbehorende waarde van de complementaire energie is nu 
u* 2 rs C/..3 
ben. = q V iJ" 3 +d..2 • (12) 
VergeliJkingen we nu de uitdrukkingen (6) en (12), dar zien 
we dat inderdasd steeds geldt 
u ~ ben. * u ben. (13) 
Voor kleine waarden van~ is het verschil tussen de beide be-
* naderingen nihil; voor grate waarden is Ub 20% grater dan Ub • 
en. en. 
In het onderhavige geval kan men ook de exacte oplossing aan-
geven. Neemt men voor w de exacte waarden dan kan U (2,8) door par-
en12.,1'-J 
ti~le integratie met behulp van (g,9) herleid warden tot 
1 fa U = - 2 q wdx, (14) 
-a 
en men vindt door substitutie van w (2.13) 
U = -q 2 ~(r1 - th(){). 
ex. - k3 (15) 
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Voor kleine waarden van~ is 
u -v-e .l\.. 
u = ben. 
* uben.= 
2 2 (1 ·- 50( + .. ,), 
1 2 (1-31X+ ... ), 
terwijl voor grote waarden van 01_ geldt 
2 G' u - -q y -;y O< ( 1 
ex. k_; 
uben. = -q 2 V ~• t c< ( 1 - ~ L 
k 2ot 
u* = q2{s3,c<(1-{). 







Fig.1. De kracht die het rechter gedeelte van de snaar op het 
linker gedeelte uitoef2nt. 
Fig.2. Een statisch onbepaald vraagstuk. 
In beide gcvallcn g ldt inderdaad 
( /I 8) 
Vaak wordt bij dergelijkc oroblemen gevraagd een bepaalde 
constante te berekenen, in de formule waarvoor de uitdrukking 
voor de potenti~le energie evoc '.-<an "cJo en, Zo ka n men :in 
het onderhavige geval vragen na r de :iddelde stijfheid van 
de snaar, gcdefinieerd door het ouot nt van de kracht 2 qa die 
op de snaar werkt en de gcmld ;elde 
Sl 
r'--' j v1d 
-a 
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In vcrband met het voo an(Je kan mE::n nu zov1e1 een boven- als een 
benedengrens voor de stiJfheid afleiden: 




heidshalve geven we nu nog des ac111 ·voor de 
potenti le energie en de compJemcrtoiro e ergie van een drie-
dimension~el elastisch lie Bm 5 zonder aa iJ uitvoerig op de-
tails in te gaan. 
rusttoestand het gebied V v2~ de (x,y 5 z) ruimte inneemt. Uit deze 
rusttqesta d wordt het lichaam oar en krachtenstelsel in een 
nieuwe evcnwichtstoestand gebracht, waarbij elk punt (x,y,z) een 
.'.:J t. 'i:.1engevolge 
hiervan ontstaan de elastische re n 
== l1,r ;, 
h 
"1 
= 2 ( v x+u .. ) 5 y 
-· J ( u __ +v V) J 
L... ':/ L\ .. 
= V . y" 
/I 





( UV HJV') r: .9 
c'. .l\.. [',.. 
1 (v~ ) ( /\ ) 2 J 6 
~~ o0 e s·od~r·r~1J'· na--11 c• ( 1· - /1 ~' ·3 - ·1 ')) cl, i· 0 m,:_·._,,- r]r::, 1_~ 0_0.k __ lrr0 n Cl J . , d . b C. ,:, ·i _, _ -- I J • • , _) 5 c - 5 • , , _) j . v . .. v ., c.., ,. I"\_•· 
c.. ,J 
samenhangen volgens de wet van Hooke: 
E 
+ 
y E i s = e. e voor' = J iJ 1 +- y lJ ( 1 + ·v) ( '1 .. 2 j)) 
E 
·1 J J s . ~ = G voor l ,J /I + '; ij ..• 
( 1 'J , 
\ 5 • • • ..J > ( 2 ) 
j:.-c:'1, •.• 3) 
waarbij Ede elast1citcitsmodula5 van het materiaal voorstelt, en 
Y de dwarscontracticco~fficient is terwijl e edefinieerd is door 
( 3 ) 
1hrc:ier· nemen vJc aan clat in het lichaarn volun1cnl(rachten aangriJpen, 
waarvan de grootte per vo ic] rJoo:c ~ 0o~~rri n'cP~ F- ~ I., v· '" -•l lJ ._} ·-. - , ~ L, • ''1 J _;_ '?~ ;) 
P a·1n°·eveven 1,~n v;o e,... Pr, v<c;ronc:er;::tfl1cn e at in elk punt 
···_ :, , c o o ·• · · · ·,,o ·' ·. · ·'' s -, ' 
(x,y,z) van de rand een kracht aangr J t, waarvan de grootte per 
8nhe van opp1c cv 
op het 
de component n r,,Pn,P 7 bezit. Oak nemen we 
, \ - c:~ - _) 
a.c=Jn dat rand de oppervlaktekrac 
p ,,1 2 I),) J f) .-, en OT) c.. ) . at::3:Lngen ZiJll voor-
;schreven. 
De otentiJl cnergic kan n 
van de verplaat 1 en: 
at worden al een functie 
r ·1 ·'1 r r r 
u I u ·' V J 1/J j = 7T J ) j 
~ I. ~T 
V 
((((T1· ,--;1 






tvaa r·bij ac spannj_ng, '.:J_1 7 1lo 
er1s ("l)uin de r·ekl-(en e ... vc;i lJ 
E. s. ) cJz dy 
l J :1 J 
'f ,.....,. I.. - ' ' -J \ p 1 "'' 
r ' 
I.\_ I 
;J ( 2) J __ ri cl e 
atsJ.ngen 
Varieert men nu de verplaatsingen :J 1 ·v 5 met 
waarbij met de geometrische randvoorwaardcn 
U = U, V = V, W = \i 
z + 
( l~a ) 
v.J) Cl f~y 
claarna de 
( 5 ) 
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rekening dient te warden gehouden, dan leidt ook nu de voorwaarde 
Ju= 0 tot de natuurlijke voorwaarden van het vraagstuk. Dat zijn 
in dit geval de evenwichtsvergeliJkingen voor een punt in het 
lichaam: 





+ F1 o, -- = 






I Fri OJ (6) T = 




+ F 0, --+ = ox "uy dZ 3 
en de evenwichtsvergelijkingen voor een op de rand gelegen punt 
8 11 X + 8 21 Yn + 8 31 z - P1 = OJ n n 
8 12 X + 8 22 Yn + S32 z - P2 = o, ( 7) n n 
8 13 X + 8 23 Yn + 8 33 z P3 = o. n n 
Voorts blijkt de tweede variatie van U nooit negatief te kunnen 
warden, zodat de potentiele energie ook nu weer een minimum aa11 -
neemt als de verplaatsingen niet alleen aan de geometrische, maar 
ook aan de natuurlijke voorwaarden voldoen. 
Daarnaast kan men de potentiele energie opvatten als een 
functie van de spanningen, en ook hier zal men dan het doelmatigst 
uitgaan van de complementaire energie: 
(4b) 
so . ) dx dy lJ . dz -- J j
Hierbij moet men volgens (2) de rekken e. en volgens (7) d~: 
lJ 
randbelastingen p1 , p23 p3 beide in de spanningen siJ uitdrukken. 
Varieert men rm de spanningen s., met bedr'agen Js .. , en houdt men lJ lJ 
daarbij met de evenwichtsvoorwaarden (6) rekening, dan leidt de 
-·lf 
voorwaarde o U = 0 tot de z .g. compatibiliteitsvergelijkingen, 
-18-
1 o2s oF VF Z>F uF3 l 2 __ 1 + 1J ( c>x 1 + __ 2 0., v s11 + 1+v ~ + 2 1-v + -) = l ux c>y ?) z X 1 ,is vF2 oF1 2l F 2 ~F 2 )) + _3) Oy ( 8a) v s22 + 1+JJ ~ + 2 oy + 1-v (ox + -- = uy uz j 2 2 c) F" oF 1 c>F2 oF 1 o s __ ) + V + _3) O.i v s33 + 1+v ~ + 2 1-Y {Jx + -- = uz ?Jy oz 
2 2 1 o s 
V s 12 + 1 +Y ux 7) y 
2 
2 + _1_ v s V S23 1 +v '2Jy oz 
oF1 <>F 2 
+ -- + -- = 0.,, 
c>y 2>x 





2 2 1 2J s 
ys.J'J1 + 1+v () z V X 
c) F 3 uF 




De uitdrukking (4b) voor de complementaire energie kan uit 
de uitdrukking (4a) voor de potenti~le energie warden afgeleid 
door in (4a) de verplaatsingen door de spanningen te vervangen en 
daarbij met behulp van de methode van de onbepaalde vermenigvul-
digers bij het variatieproces rekening te houden met de natuur-
lijke voorwaarden (6) en (7). Op overeenkomstige wijze kan de uit-
drukking voor de potenti~le energie uit die voor de complemen-
taire energie warden afgeleid. 
Literatuur: 
1. R. Courant und D. Hilbert.,, Methoden der mathematischen Physik, 
1 3 Berlin (1931), p.199-233. 
2. C .B. Biezeno und R. Granunel, Technische Dynamik.,, Berlin ( 1939) 5 p.72-77. 
3. S. Crandall.,, Engineering analysis.,, New York, Toronto and London (1956).,, p.195-243. 
4. I.S. Sokolnikoff.,, Mathematical Theory of Elasticity.,, Ne\/\) York, 
Toronto and London (1956), p,382-390. 
